1 Hamiltonovské grafy

Niekolko grafov namiesto tivodu:

<

Obr. 1: Herschelov graf a pravidelny Dvanéststen (prevzaté z WIKI)

<~
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Obr. 2: Petersenov graf a Oberly-Sumner graf

Hamiltonovska kruzZnica v grafe G: kruznica, ktord obsahuje vsetky vrcholy G.

Hamiltonovska cesta v grafe G: cesta, ktord obsahuje v8etky vrcholy G.

Hamiltonovsky graf: graf, ktory obsahuje hamiltonovska kruznicu.

Paralelné hrany nemaji vplyv na existenciu kruznice, a graf na viac ako jednom vrchole a so sluckou

takd kruznicu neobsahuje. Preto grafy ktoré budeme uvazovat buda bez sluciek a bez paralelnych hran.

Priklad.
Hamiltonovsky graf: kruznica, kompletny na aspon 3 vrcholoch, kompletny bipartitny s partiami velkosti
n > 2, kocka dimenzie n > 2, ...

Nehamiltonovsky graf: nesavisly graf, strom, bipartitny na neparnom pocte vrcholov, ...
Problém. Pre dany graf G rozhodnite, ¢ obsahuje hamiltonovska kruznicu.
Pre konkrétny graf, resp. triedu grafov moze byt riesenie lahké, vo vSeobecnosti vSak ide o jeden z najtaz-

sich problémov v diskrétnej matematike. Vyskum sa preto ststreduje na uréenie nutnych/postacujtcich
podmienok pre existenciu hamiltonovskej kruznice v grafe. Tomu sa teraz budeme venovat.



1.1 Nutné podmienky

Zrejme hamiltonovsky graf je stvisly. MoZzeme povedaf viac, pozrime sa na tieto tri grafy:

KruZnica je hamiltonovsky graf. Ako je to so zvy$Snymi dvomi?

Vynechajme vrchol z hamiltonovského grafu, a teda z hamiltonovskej kruznice. Vysledkom je graf s ha-
miltonovskou cestou. Inak povedané, hamiltonovsky graf je 2-stvisly. Preto motylik nema hamiltonovsku
kruznicu.

Vynechajme dva vrcholy z hamiltonovského grafu, a teda z hamiltonovskej kruznice. Vysledkom je graf
s nanajvys dvomi komponentami stuvislosti. Preto aj graf celkom vpravo nema hamiltonovskd kruznicu,
hoci je 2-suvisly.

Nase pozorovania zovSeobecriuje

Tvrdenie 1.1 Nech G md hamiltonovski kruznicu. Potom pre kaZdi O # S C VG pocet ¢(G \ S)
komponentov grafu G\ S neprevysuje |S)|.

Dokaz: Nech C' je hamiltonovska kruznica v G. Vsetky vrcholy G lezia na C, preto
c(G\S) <c(C\9)
Stac¢i ukazat
c(C\S) <IS]
To je vSak jasné, lebo komponenty ¢(C'\ S) su cesty (ak chceme podrobne, indukciou podla |S]).

Désledok 1.1 Kompletny bipartitng graf K, ,, je hamiltonovsky len ked m =n

Existuji grafy, ktoré spliiaji nutnt podmienku z Tvrdenia 1.1 a nie st hamiltonovské.

Obr. 3: nehamiltonovsky graf, vyhovuje nutnej podmienke z Tvrdenia [I.1]

Uloha.
1. Ukazte, ze Petersenov graf vyhovuje predpokladom Tvrdenia 1.1 a nie je hamiltonovsky.

2. Pokuste sa najst ndjst nekonecnu triedu nehamiltonovskych grafov, ktoré spliiujii nutnit podmienku z
Tvrdenia 1.1.



1.2 Postacujice podmienky

Tri zékladné typy podmienok:

1. Podmienky na stupne - patria ku najstarsim. Vychadzaju z predpokladu, Ze ¢im viac hran graf ma,
tym vidsia je Sanca Ze obsahuje hamiltonovski kruznicu. Otazka je, akym spdsobom zabezpecit ”vela”
hran. Prirodzend poziadavka - velké stupne, nefunguje. Prikladom je kompletny graf K,,_; plus visiaca
hrana. To znamend, Ze existuju grafy ktoré maju skoro vSetky hrany a predsa nie si hamiltonovské.
Poméze, ako uvidime neskér, ”rovnomerné” rozdelenie hran.

Obr. 4: nehamiltonovsky graf, obsahuje skoro vSetky hrany.

2. Podmienky na Struktaru. Napriklad podmienky, ktoré zakazu existenciu indukovaného podgrafu z
danej mnoziny F. Tu prominentnt Glohu zohréva hviezda K7 3. Dobre zvolené zakazané podgrafy spolu s
dalgimi podmienkami (napr. treba zabezpecit 2-stvislost, ¢o ale nemusi staéit) potom garantuji existenciu
hamiltonovskej kruznice. Otazka je, ktoré su tie dalSie podmienky, a ktoré grafy prehlésit za zakizané.
Ide o pomerne novy a aktualny smer vyskumu, zaciatky siahaja do 70-tych rokov 20 stor.

Obr. 5: nehamiltonovsky, 2-suvisly graf bez indukovaného K 3

3. Generovanie hamiltonovskych grafov pomocou grafovych operacii. Skiimaju sa rézne typy suci-
nov, resp. modifikacie grafov ako napr. hranovy graf a pod. Zaujima nas, ¢i vysledny graf je hamiltonovsky.
Pre ilustraciu, hranovy graf eulerovského grafu je hamiltonovsky. Podobne, hranovy graf hamiltonovského
grafu je hamiltonovsky. Mozny je aj obrateny postup. PredpiSme triedu G a operéciu. Potrebujeme roz-
poznat, ¢i graf v G je vysledkom tejto operécie, a tiez zrekonstruovat grafy z ktorych grafy v G danou
operéciou vznikli. Potom vlastnosti tychto koretiovych grafov mozu garantovat existenciu hamiltonovskej
kruznice vo vyslednom grafe z G.

My sa budeme zaoberat podmienkami prvého a druhého typu.



1.3 Postacujice podmienky na stupne

Veta 1.1 (A. Dirac, 1952) Graf na n > 3 vrcholoch a minimdlnym stuprion 6 > n/2 je hamiltonovsky.

Dokaz. Kompletny graf Ko nie je hamiltonovsky a kazdy vrchol ma stupen 1. Preto je podmienka n > 3
potrebna. Dalej postupujme nepriamo. Nech G vyhovuje predpokladom vety a nie je hamiltonovsky. Preto
nie je komplety a tak mé aspon dva nesusedné vrcholy.

G vnorime do mazimdlneho nehamiltonovského grafu G*: zvolime nehranu e = uv € G.

- Ak G + e je hamiltonovsky, hranu e vymaZeme.

- Ak G + e nie je hamiltonovsky, hranu e ponechéame.

- Iterujeme.

Po kone¢nom pocte krokov prideme ku grafu, pomenujme ho G* s § > n/2, ktory nie je hamiltonovsky
a pridanie Tubovolnej hrany uv, u a v nie st susedné, sposobi vznik hamiltonovskej kruZnice. Preto G*
obsahuje hamiltonovskt cestu P z u do v.

Obr. 6: hamiltonovska cesta v G* spolu s hranami vynitenymi vztahom (1)
Polozme
S={i:uu11 € EG*}, T={i:vu; € EG*}
Plati

|S| = deggu > degou > g, |T| = degg v > deggv >

|3

Jednoduché rovnost
S|+ T =|SUT|+|SNT]| (1)

spolu s faktom v ¢ S UT implikuje, ze existuje i € SNT.

Potom ale
Uy U2y o ooy Uy Uy Upp—15 -+ Uip1, U

je hamiltonovské kruznica v G* - spor s volbou G*. Hotovo.

Ore si v8§imol, Ze podmienka ¢ > n/2 je len k tomu, aby stcet stupiiov kazdej dvojice nesusenych vrcholov
bol aspoii n. Vtedy ani nepotrebujeme vnorenie do maximalneho nehamiltonovského grafu. Stac¢i uvazit
najdlh$iu cestu P medzi nesusednymi vrcholmi u a v, a P modifikovat na kruZnicu v G na tej istej
mnozine vrcholov ako P (aplikujeme argument). Z volby P a suvislosti G vyplynie, Ze zkonstruovana
kruznica je hamiltonovska.

Veta 1.2 (Ore, 1960) Nech G je graf na n > 3 wrcholoch. Ak degu + degv > n pre kaZdi dvojicu
nesusednych vrcholov, tak G md hamiltonovskd kruznicu.

Uvedené podmienky nie je mozné zoslabit:
- Podmienka § > n/2: uvdzme graf G ktory pozostava z dvoch klik K |nil) @ K [ni1y SO spolo¢nym
2 2

n—1
2

50 spoloénym vrcholom. Inym prikladom je kompletny bipartitny graf, velkost partii sa 1i§i presne o 1.
- Podmienku degu+degv > n, Yuv € G: uvazme graf, ktory pozostéva z dvoch klik K, a K3 so spolo¢nym
vrcholom.

vrcholom. Graf G nie je hamiltonovsky a méa 6 = | 25+ |. Pre n neparne uvazme kliky K no1a K g1, opéf



1.4 Hamiltonovské postupnosti

Odvodime teraz vysledok, ktory je v istom zmysle spomedzi vSetkych podmienok na stupne najlepsi

mozny. Najskor zavedieme potrebné pojmy:

- Postupnost S = d; < ds--- < d, celych ¢isel je grafovd, ak existuje graf G na n vrcholoch, ktoré mozno

odislovat uyi,us,...,u, tak, ze degu; = d; pre vsetky i. Kratko hovorime, ze G realizuje postupnost S.
Napriklad, postupnost 4,4, 4, 4, 4 je realizovand kompletnym grafom K5 a ziadnym inym, postupnost

2,2,2,2,2,2 mé dve realizacie: kruznicu Cy a dve kdpie kompletmého grafu K.

- Hovorime, ze grafova postupnost je hamiltonovskd, ak kazdy graf ktory ju realizuje je hamiltonovsky.
Napriklad, postupnost ktord vyhovuje Diracovej podmienke § > n/2, n > 3 je hamiltonovska, naproti
tomu 2,2, 2,2, 2,2 nie je hamiltonovska.

- Postupnost S* = dj < d} <--- < d} dominuje postupnost S = dy < ds < --- <d,, oznacujeme S < S*,
ak d; < dj, pre vsetky 1.

Teraz Diracovu vetu moZeme vyslovit aj takto: Postupnost S =dy < dy < --- < d,, d; > n/2 pre vietky
i, n > 3, je hamiltonovska.

Ak S* dominuje S, tak S* spliiuje rovnaki podmienku ako S, t.j. df > n/2 pre vSetky i, a teda S* je
hamiltonovska. V tomto zmysle je podmienka zformulovana v nasledujicej vete najlepsSia mozna.

Veta 1.3 (Chvatal, 1973) Nech G je graf na n > 3 vrcholoch a nech postupnost S =d; <ds <--- <d,
Jjeho stupriov vyhovuje podmienke: Pre kazdé k < % plati

dp <k=d,_r>n—k (*)

Potom G md hamiltonovski kruznicu. Ak S nesplria podmienku (x), tak S je dominovand grafovou po-
stupnostou, ktord nemd hamiltonovski realizdciu.

Dokaz: Najskor odvodime platnost prvej ¢asti tvrdenia. Postupovat budeme nepriamo: Nech G nie je
hamiltonovsky, a nech jeho postupnost stupiiov S vyhovuje podmienke (x).

G vnorime do maximéalneho nehamiltonovského grafu G*
Vsimnime si, Ze
postupnost S* stuptiov grafu G* vyhovuje podmienke (x)

Graf G* nie je hamiltonovsky, a preto nie je kompletny. Zo vSetkych dvojic vrcholov w,v takych, zZe
uv € G* zvolme maximélnu nehranu, t.j.

w & G* adu+dv>dx+dy pre kazda vy € G*

Mozeme predpokladat, ze
d*u < d*v

Z maximality G* plynie, ze G* + uv mé hamiltonovski kruznicu a teda G* ma hamiltonovskt cestu z
u do v. Teraz zopakujeme tvahu o z vety Tentoraz je SNT = @ (inak G* m4 hamiltonovska
kruznicu - spor s volbou G*), o znamena ze

du+dv=|S|+|T| <n
To spolu s d*u < d*v dava
dru < 2
2
Pozrime sa na stupen d*u;, kde i € S : u;v € G* a z maximality nehrany uv plynie
d*u; +d*v < d*u+ d*v
d*u; < d*u

Preto G* ma aspon |S| = d*u vrcholov stupfia nanajvys d*u. Polozme k = d*u. Potom dy < k < § a
podla (x) musi byt d _, > n — k. Posledné nerovnost nam hovori, Ze mame k + 1 vrcholov stupiia aspoi
n — k. Vrchol u nemoze byt spojeny s kazdym z nich, lebo jeho stupeii je k. Preto

existuje vrchol w taky, Zze uw € G* a d*w >n —k



Odtial
du+dw>n>du+dv
¢o je spor s volbou uwv (maximélna nehrana v G*). Tym je platnost prvej ¢asti tvrdenia dokazana.

Dokaz druhej casti tvrdenia: Predpokladajme, Ze postupnost S = dy < dp < -+ < d,, n > 3, je
grafova a nevyhovuje podmienke (x). Potom S je dominovana postupnostou

S*=kk,....kkn—k—-1n—-k—-1,....n—k—1n—-1n-1,....,n—1

s k ¢lenmi rovnymi k, s n — 2k ¢lenmi rovnymi n — k — 1, a k ¢lenmi rovnymi n — 1. Postupnost S* je
postupnostou stupitiov jediného grafu, ozn. ho G(k, k,n), s mnozinou vrcholov X UY U Z, kde | X| = k,
Y| =k, |Z| =n—2k a e je hrana v G(k, k,n) prave vtedy ked aspori jeden z jej koncov lezi v Y, alebo
obidva jej konce lezia v Z.

Fkv Kk Kn—Zk'

Obr. 7: graf G(k,k,n)

G(k, k,n) nie je hamiltonovsky - nevyhovuje nutnej podmienke z tvrdenia
Uloha. Graf ktory vyhovuje Oreho podmienke vyhovuje aj Chvatalovej podmienke. Dokazte.

Priklad. Graf G ukazuje, Ze Oreho podmienka je striktnym rozsirenim Diracovej podmienky a graf H
ukazuje, ze Chvatalova podmienka je striktnym rozsirenim Oreho podmienky.

G H

Obr. 8: porovnanie postac¢ujucich podmienok na stupne

1.5 Uzaver grafu

Posledna z podmienok ktort si predstavime je inspirovand Oreho vetou Nech G je graf na n > 3
vrcholoch. Ak degu + degv > n pre kazdid dvojicu u, v nesusednych vrcholov, tak G ma hamiltonovska
kruznicu.

Pripomerime si zdkladna myslienku dokazu, od tej sa buda odvijat dalSie ivahy:
- graf G je savisly, to zarucuje podmienka na stcet stupriov nesusednych vrcholov.

- Nech P je najdlhsia cesta v G, P modifikujeme na kruznicu na tej istej mnozine vrcholov ako P:
P =uy,...,u, a mdzeme predpokladat, Ze ujuy € G
Susedia vrcholov w1, uy lezia na P, preto
mozeme aplikovat argument z dokazu Diracovej vety.

STiben4 kruznica je zostrojend. Ak k = n, hotovo - zostrojend kruznica je hamiltonovské. Inak existuje
vrchol mimo zostrojenej kruznice, z ktorého ide hrana do tejto kruznice - spor s volbou P.



Predpoklad degu + degv > n pre kazdu dvojicu nesusednych vrcholov zamenme s degu + degv > n pre
dvojicu nesusednych vrcholov u a v. Za P zvolme najdlsiu cestu z v do v. Dalej postupujme ako pred
chvilou. Prideme ku zaveru: graf G je hamiltonovsky préve vtedy ked G + uv je hamiltonovsky.

Lema 1.1 (Ore) Nech G je graf nan > 3 vrcholoch a nech u, v je dvojica nesusednijch vrcholov so sictom
stupriov degu + degv > n. Potom graf G je hamiltonovsky prdve vtedy ked G + uv je hamiltonouvsky.

Zmysel lemmy spodiva v moznosti iterovat operaciu pridania hrany, az skonéime s grafom v ktorom je
stcet stupniov [ubovolnych dvoch nesusednych vrcholov mensi ako n. Tento graf nazyvame uzaver grafu
G a oznacujeme ¢(G).

Priklad. Uzaver grafu mé aspoii tolko hran ako graf z ktorého vySiel a nanajvys tolko ako kompletny
graf, moze nastat aj pripad "medzi”.

+e +e
—
G
+e
— —
c(Q)
+e
—
H c(H)

Obr. 9: uzéver ¢(G) = Kg, uzéver ¢(H) = H + ¢

Uloha. Ukézte, Ze uzaver grafu je dobre definovany. Priamo z konstrukcie uzaveru a lemy plynie

Veta 1.4 (Bondy, Chvéatal, 1976) Graf G je hamiltonovsky prave vtedy ked jeho uzdver je hamiltonovsky.

Désledok 1.2 Ak uzdver grafu G je kompletny graf, tak G je hamiltonovsky.

Je zrejmé, Ze uzaver grafu ktory vyhovuje Oreho podmienke je kompletny graf. Nie je tazké ukazat, napr.
imitovanim doékazu Chvatalovej vety ze aj uzaver grafu ktory vyhovuje Chvatalovej podmienke je
kompletny. Stcasne graf G na obrazku [9] ukazuje, ze dosledok [I.2] je striktnym rozsirenim vety .

Doterajsie vysledky shematicky popisuje retazec

DcCOCCH Cc{(G)=K,} c? CH

D pozostéva z grafov vyhovujucich Diracovej podmienke z vety [[.I} O pozostava z grafov vyhovujtcich
Oreho podmienke z vety CH obsahuje grafy ktoré spliaji Chvéatalovu podmienku z vety aH
oznacuje grafy s hamiltonovskou kruznicou (v kazdej triede len grafy na n > 3 vrcholoch).



Zostéva, ak pokracujeme v tejto linii, @ popisat grafy ktorych uzéver je kompletny graf a nevyhovuju
Chvatalovej podmienke, e popisat grafy ktoré st hamiltonovské a ich uzaver nie je nutne kompletny graf.

Na zéver uvedieme striktné rozsirenie Oreho podmienky, ktoré pripusta aby uzaver nebol kompletny graf.

Veta 1.5 (Geng-Hua-Fan, 1984) Nech G je 2-stvisly graf na n > 3 wvrcholoch, a nech u,v si dva vrcholy
v G. Ak plati

d(u,v) = 2 = max{deg(u), deg(v) > g}
tak G mad hamiltovsku kruznicu.

Veta je podstatnym zovSeobecnenim Oreho vety Graf na obrazku nizSie ukazuje, Ze uzéverom
grafu ktory vyhovuje predpokladom moze byt samotny graf.

SN

Ko

Obr. 10: G vyhovuje predpokladom vety

Tym prechadzku postacujicimi podmienkami na stupne vrcholov konc¢ime.

1.6 Postacujiuce podmienky na Struktiaru

Koncom 70-tych rokov 20. storoc¢ia Oberly a Sumner publikovali ¢lanok
Every connected, locally connected graph with no induced claw is hamiltonian

[Journal of Graph Theory, Vol.3, 1979,351-356], ktorym otvorili novy smer vyskumu hamiltonovskych
grafov. Zavedieme potrebné pojmy a potom sa prejdeme doékazom ich vysledku.

- lokalne suvisly graf G: podgraf indukovany na vrcholoch susednych s vrcholom w je suvisly, pre
kazdy u,

- claw = hviezda K 3
Veta 1.6 Stuwvisly, lokdlne sivisly graf na n > 3 vrcholoch bez indukovaného K, 3 je hamiltonovsky.

Doékaz: postupujme nepriamo. Nech G vyhovuje predpokladom vety a nemé hamiltonovska kruznicu.
Pozrime sa, ¢o z tychto predpokladov plynie pre G:
- n > 3 a lokédlna stuvislost implikuji, Ze G obsahuje kruznicu. Nech C' je najdihsia kruznica v G.
- G nie je hamiltonovsky, preto existuje vrchol v & C
- G je suvisly, preto v je koncom hrany e = uwv, pricom u lezi na C
Nech uy, ug st vrcholy konzekutivne s u na C. Potom
- hrany vu; a vus nepatria G, v opatnom pripade mame dlhsiu kruznicu nez je C - spor s volbou C
- ujug je hrana v G, inak vu, vujvuy indukuje hviezdu K; 3 v G - spor s predpokladom vety.
- v, U1, Uz SU susedné s u a v nie je sused ani jedného z nich.
Z lokélnej suvislosti grafu G plynie:
- v okoli vrchola u ezxistuje cesta z v do jedného z vrcholov uq, us ktora neobsahuje ten druhy vrchol.

(Ak by napriklad cesta z v do u; obsahovala us tak by jej ¢ast ktora vedie z v do us bola cestou z v do
ug, ktord neobsahuje u;.)

Nech teda P je cesta z v do uy, v okoli u, ktord neobsahuje ug. Ak by PN C = {u;}, tak by sme dostali
dlhsiu kruznicu nez je C. Preto (PN C)\ {u1} #0

Pre vrchol vrchol w € (PN C) \ {u1} nastane jedna z moznosti:

1. w je singuldrny : ziadny z vrcholov konzekutivnych s w na C nie je susedny s u, a teda nelezi na P
2. w nie je singulérny.

Na grafe vlavo budeme ilustrovat situdciu ked kazdy vrchol je singularny, grafom vpravo situéciu, ked w
je prvy nesingularny vrchol na ktory natrafime ked vyjdeme z v po ceste P.



e Predpokladajme, Ze kazdy vrchol w € (PN C)\ {u1} je singuladrny. Potom

w je susedny s u a wi,ws konzekutivne s w na C nie st susedné s u

indukovany podgraf (w;,w,ws) # K1 3 a tak wiwsy je hrana v G

Prejdime sa po C'U {v} : za¢nime vo vrchole us, pokra¢ujme proti smeru hodinovych ruci¢iek do u tak,
ze kazdy w € (PN C)\ {u1} obideme cez hranu wyws, az prideme do u;. Potom pokra¢ujeme po ceste
P v opacnom smere az prideme do v, dalej hranou vu a prechddzku uzavrieme hranou wus.

Ziskali sme dlh$iu kruznicu neZ je C - spor s volbou C. Hotovo

e Predpokladajme teraz, ze (P N C) \ {u1} obsahuje nesinguldrny vrchol. Tento pripad prevedieme na
predosly nasledovnym sposobom:

Nech w je prvy nesingularny vrchol na ktory natrafime na ceste P z vrchola v do vrchola u, a nech
w1, wo su konzekutivne s w na P. Vrchol w je nesingularny, preto aspon jeden z vrcholov wy, ws lezi v okoli u.
Mozeme predpokladat, Ze je to vrchol w.

Prevedieme kruznicu C' na novi kruznicu C, ktora obsahuje presne tie isté vrcholy ako C:

vymazeme hrany wwi, uui, uus a priddme hrany wu, wiu, uius

- vrcholy w a wy sd konzekutivne s u na C’
- cesta P’ C P z v do w neobsahuje w; (inak mal byt vybrany namiesto w, lebo je tiez nesinguldrny)
- podla volby w, cesta P’ neobsahuje ziadny nesinguldrny vrchol.

Sthrnom, vzhladom na P’ a C’ sme sa ocitli v pfedoslom pripade. Dokaz je ukonceny.



Pre dplnost uvedieme priklad, ktory spolu s grafom na obrazku 5. ukazuju, Ze ziadnu z podmienok vo
vete [T.6] nie je mozné vynechat.

d

Obr. 12: lokélne stvisly, nehamiltonovsky graf s indukovanym K 3

Na zaver naSich tvah vyslovime dve hyporézy, ktoré sa tykaju grafov bez indukovanéj hviezdy K 3.

Hypotéza 1.1 (Matthews, Sumner, 1984) KaZdy 4-suvisly graf bez indukovaného K 3 je hamiltonovsky.
Hypotéza 1.2 (Thomassen, 1985) Kazdy 4-sdvisly hranovy graf je hamiltonovsky.

Komentar:

Oberly-Sumner graf na obrazku ninizs$ie ukazuje, Ze podmienku 4-stvislosti nie je mozné zoslabit.

Obr. 13: Oberly-Sumner graf je 3-stvisly nehamiltonovsky, bez indukovaného K 3

Niektoré novsie vysledky:
Ryjéacek, 1977: Hypotéza[L.1]a hypotéza[l.2)st ekvivalentné. Kazdy 7-suvisly graf bez indukovaného K 3
je hamiltonovsky.

Kaiser, Vrana, 2012: 5-stivisly graf s minimalnym stuptiom § > 6 bez indukovaného K 3 je hamiltonovsky.
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